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1. Introduccion

He hecho estas notas como introduccion a la teoria de matrices aleatorias, para que el que quiera pueda
ver con un poco mas de detalle de donde salen las ideas de las que hablaré en el seminario. En realidad las
notas son sobre la parte mas matematica, sobre la definicién de la teoria. Cémo se aplica y qué resultados da
es de lo que hablaré en el propio seminario, pero aqui introduzco un poco la idea fisica para saber a donde
vamos con las ideas de las que hablo en las notas.

La teoria de matrices aleatorias intenta responder una pregunta relativamente simple. Supongamos que
intentamos modelizar un sistema cuantico muy complicado, tanto que ni siquiera sabemos por donde empezar.
Nos resulta imposible en términos précticos elaborar un modelo. ; Existen aun asi propiedades genéricas que
compartan todos los sistemas suficientemente complejos, que nos permitan hacer alguna prediccién fisica sin
saber realmente nada sobre el sistema?

En términos simples, dado que los sistemas cuanticos estan descritos por Hamiltonianos, la teoria de
matrices aleatorias sirve para decidir si un Hamiltoniano aletorio tiene o no propiedades genéricas. La idea
es una analogia con mecéanica estadistica. En esta teoria las propiedades del sistema se obtienen como media
sobre todas las configuraciones posibles. Sin embargo, en el limite termodindmico, por ejemplo en el colectivo
canodnico, hay muchisimos maés estados con la energia media que con cualquier otra energia. En realidad no
necesitamos hacer la media, pues todos los estados van a contribuir con la misma energia, basta con mirar
cual es la energia de un microestado cualquiera. Pese a que hemos considerado mircoestados de todas las
energias, en realidad en el limite termodinamico los estados con energias distintas de la media son un niimero
despreciable. La energia media es una propiedad genérica de (casi) todos los microestados.

Del mismo modo, vamos a definir ahora en vez de todos los estados posibles, todos los Hamiltonianos
posibles. Nuestro limite termodindmico es el limite de matrices infinitamente grandes. Lo que vamos a
intentar es ver si, en este limite, una matriz cualquiera del colectivo de todas las posibles tiene propiedades
genéricas. Si esto fuera asi, podriamos adjudicar esta propiedad a nuestro Hamiltoniano complejo sin saber
nada sobre el.

Por supuesto, esto requiere ser mas cuidadoso. Para empezar, tenemos que definir cual es el colectivo
de todos los Hamiltonianos posibles. En la discusién anterior hemos obviado que cada microestado tiene un
peso estadistico (lo que no cambia la conclusién, aun asi). ;Cual seria el peso estadistico a asignar a cada
matriz dentro del colectivo? ; Dependen las propiedades genéricas de ésta eleccién? De esta cuestion se ocupa
la primera parte de las notas.

Por otra parte, por muy complicado que sea un sistema, hay cosas que podemos saber sobre él. Hay
simetrias generales como paridad, simetria rotacional, inversién temporal... que quizd podemos postular para
nuestro sistema. ;Cémo influyen pues las simetrias en la determinacién del colectivo de matrices? De esto
se ocupa la segunda parte de las notas.

Una vez definidos estos dos puntos, tendremos un colectivo de matrices sobre el que hacer estadistica.
A partir de ahi podemos empezar a hacer predicciones. De esto es de lo que me ocuparé en el seminario.
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2. Informacién y entropia de Shannon

La entropia de Shannon fue introducida en 1949 como una medida de la incertidumbre que tenemos
sobre el resultado de una variable aleatoria, en el contexto del problema de ingenieria de transmisién de
datos. Como veremos, también puede entenderse como la cantidad de informacién que tiene el resultado
de un proceso aleatorio conocida su distribucién de probabilidad. Trabajaremos midiendo la informacién en
bits, una medida intuitiva que hace los calculos facilmente interpretables.

Imaginemos el conjunto de todos los mensajes posibles de M bits, que son en total N = 2M. La
entropia de Shannon para una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de los mensajes es':

I==> pilogp: (1)

Donde p; es la probabilidad de que ocurra el mensaje ¢. Un par de ejemplos ayudan a interpretar
esta definiciéon. Si uno de los mensajes tiene probabilidad 1 y el resto 0, la entropia es cero, es decir, la
incertidumbre que tenemos sobre el mensaje es cero (el mensaje solo puede ser uno dado con probabilidad
uno). Por el contrario, si todos los mensajes tienen una probabilidad constante 1/N = 2= de ocurrir, la
entropia es:

2 M

I=-=> 2"Mog2™™ = M (2)
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Es decir, la incertidumbre que tenemos es total, M bits, todo el mensaje. No es dificil demostrar
que este es el valor méximo que puede alcanzar la entropia®. Si normalizamos al niimero de bits, podemos
entender la entropia como el “porcentaje de incertidumbre” sobre el mensaje. Alternativamente, podemos
interpretar la entropia como la cantidad de informacién que obtenemos cuando tomamos un mensaje del
conjunto de los mensajes, de acuerdo a la probabilidad p;. En el primer caso, la informacién que obtenemos es
cero, pues ya sabemos cual es el inico mensaje que podemos obtener. En el segundo caso, la informaciéon que
obtenemos es exactamente M bits, pues no sabiamos nada de antemano sobre el posible mensaje a obtener.
Un 1tltimo ejemplo: Si dos mensajes distintos tienen probabilidad 1/2 y el resto 0, la entropia es 1 bit. La
incertidumbre es sélo un bit, u obtenemos un mensaje o el otro. La informacién que obtenemos es 1 bit,
el dato de saber cual de los dos hemos obtenido. (Por supuesto, la cantidad de bits no es necesariamente
entera®, estos son ejemplos para facilitar la comprensién)

Qué es pues la informacion exactamente? Mi conclusién es que depende de como lo pensemos, lo
tnico que esta claramente definido es la entropia mediante 1. Podemos pensar que la informacion es:

= Conocida por nosotros una distribucién de probabilidad en el espacio de mensajes, la informacién I;
que obtenemos al recibir un mensaje concreto. Esta coincide con la entropia de Shannon I.

= Si interpretamos la propia distribucién de probabilidad como un “mensaje”, podriamos considerar la
informacién I como aquella que nos aporta conocer la distribucién. Esto serfa (M - I), seria méaxima
para una distribucién picada y cero para una distribucién uniforme. Serfa la informacién “contenida”
en la distribucién. Notemos que las dos informaciones suman M bits, conocida la informacién I» de
una distribucién, cualquier mensaje de M bits nos transmitird M — I, = I bits.

1La funcién de entropia més general lleva una constante multiplicativa, que ha sido elegida de manera que el resultado se
obtenga en bits.

2Nétese que M = loga loga N, y en este caso la entropia resulta ser el nimero de mensajes posibles. Esta “interpretaciéon
fisica” de Boltzmann de la entropia como el logaritmo del nimero de microestados sélo es valida si todos son igual de probables.

3Entendido el bit como unidad de entropia

oM _—
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De esta discusién nos quedaremos con la idea de que tendremos la mayor incertidumbre sobre el
mensagje (menor informacion Iy sobre la distribucion) cuando la entropia sea mdzima. En ausencia de otras
condiciones sobre p;, la entropia maxima se obtiene para p; = 1/N

Mas adelante serd conveniente considerar una definicién para una distribucién continua, en cuyo caso:

I=— / doP(2)inP(x) (3)

Un comentario para matemédticos, de acuerdo a [2], pag. 93, hay algunos problemas con este paso al
continuo, de los que no nos vamos a preocupar aqui. Hasta aqui lo que necesitamos de teoria de la informacion.

3. Entropia de Gibbs y mecanica estadistica

En mecéanica estadistica estamos acostumbrados a tratar con la entropia, S = kgln§2, el logaritmo del
numero de mircoestados que corresponden a un macroestado dado. Existe otra definicién de entropia mas
general dada por Gibbs, que mostramos a continuacion, para una distribucién de probabilidad general, que
podemos entender como un determinado macroestado. Esta entropia de Gibbs es:

Sg = —kpHg = —kB/de(x)lnP(x) (4)

Donde z debe entenderse como un simbolo para todas las variables continuas de las que depende la
distribucién P(z) y dx como el producto de todos los diferenciales correspondientes. (Nétese la correspon-
dencia total con la entropia de Shannon). La entropia S = kgln{Q se recupera de esta expresion en el caso de
microestados igualmente probables, como vimos en la seccién anterior, y solo en este caso. Las entropias de
los estados de equilibrio de otros colectivos se obtienen de esta férmula, que incluso define la entropia para
ser empleada en termodindmica fuera del equilibrio.

La entropia de Gibbs y la informacién de Shannon son pues la misma cosa. La entropia de una
distribucién en mecdnica estadistica (no necesariamente la de equilibrio) es exactamente la incertidumbre
sobre la distribucién, o alternativamente de ella se puede obtener el “contenido de informacién” de la misma.
Los estados de mayor entropia son los que menos informacién tienen. (Ver la discusién sobre I e I3 en la
seccién anterior.)

De hecho, no es dificil demostrar con la definicién 4 la distribucién P(x) que minimiza la informacién
(maximiza la entropia) satisfaciendo las ligaduras que definen un colectivo estadistico es la distribucién de
equilibrio de ese colectivo.

Esto simplemente significa que la condicién de igual probabilidad a priori de los microestados es
equivalente a la condicion de tener incertidumbre maxima acerca del sistema. Es de hecho atin mejor, porque
nos permite calcular la distribucién para cualquier colectivo practicamente sin calculo, comparando con la
manera usual de obtener las distribuciones para los colectivos no microcandnicos, separando el sistema en
una reserva de calor y una parte pequena en la que medimos. En algunos libros se asume el principio de
maxima entropia en sustitucion al postulado, y se considera el punto de partida de la mecanica estadistica,
ver [6],[2]. Este principio serd también nuestra gufa para la discusién sobre matrices aleatorias.

El principio también implica que, en general, en termodinamica fuera del equilibrio, donde el nimero
de microestados no es un concepto 1til, los sistemas tienden a establecerse en la configuracién con menos
informacion.

Veamos como podemos obtener las distribuciones de los colectivos habituales. Supongamos el espacio
de fases de N particulas. La probabilidad de encontrarnos en el microestado (z, p) es simplemente P(z, p)dxdp.
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Para maximizar la entropia siempre tendremos que incluir la ligadura de la normalizacién de P, que entra
como un multiplicador de Lagrange constante. Asi, si por ejemplo nos restringimos a la region del espacio de
fases con una energia determinada, esto impone los limites de integracién en la ligadura. La maximizacion
nos da, como esperamos:

oI = /da:dp(SP(a:,p) (1+InP(x,p)) =0= P(x,p) = cte (5)

Esta es la distribucién para el colectivo microcanénico, en la que todos los microestados son igualmente
probables. En vez de esto, podriamos considerar los microestados de todas las energias, pero imponer que la
energia media sea una constante Ej, lo que representamos por la ligadura:

/E(:c,p)P(x,p)dxdp = Ey (6)

El multiplicador de Lagrange entra en la minimizaciéon de esta forma:

oI = /dmdpép(x,p) (1+inP(x,p) — AE(x,p)) =0 = P(z,p) = Zexp(—AE) (7)

Y vemos que hemos obtenido la distribucién del colectivo canénico (en una lineal), donde A es el
inverso de la temperatura, y esta determinado por Ey. Si consideramos un espacio de fases de infinitas
particulas pero imponemos la ligadura de un ntiimero medio de particulas dado, obtendremos analogamente
la distribucién del colectivo gran candénico, donde el potencial quimico entrard como el multiplicador de
Lagrange asociado a la segunda ligadura.

Esta es basicamente toda la discusién que necesitamos para el siguiente punto. Sélo nos queda men-
cionar un punto de importancia fundamental, el de la equivalencia de los colectivos. En fisica estadistica
sabemos que, en el llamado limite termodinamico, todos los colectivos resultan equivalentes. Esto significa,
por ejemplo, que aunque el colectivo candnico tiene miembros con todas las energias, en el limite termodindmi-
co los miembros con energias iguales a la energia media Ejy forman la inmensa mayoria del colectivo, por lo
que éste resulta equivalente al microcanénico de energia Fy. Una propiedad fisica en el limite termodindmico
es indiferente del colectivo sobre el que se calcula como media. Dado que en la interpretacién de maxima en-
tropfa un colectivo estd definido por las ligaduras, podriamos expresar este ltimo punto (abusando quizé un
poco de la intuicién...) como que las propiedades fisicas en el limite termodindmico son independientes de
las ligaduras escogidas.

4. Los colectivos de matrices aleatorias de informacion minima

La teoria de matrices aleatorias puede considerarse como una “mecéanica estadistica” de todos los
sistemas posibles (en vez de todos los estados posibles de un sistema). Las propiedades del sistema a describir
se obtienen como la media sobre el colectivo de todos los Hamiltonianos posibles.

De momento sélo vamos con las mateméticas de las matrices aleatorias. Sabemos (o sabremos en el
seminario) que la fisica (en particular, las simetrias) impone ciertos requisitos sobre las matrices a considerar
(matrices reales y simétricas, hermiticas, o de cuaterniones reales, dependiendo de si hay o no inversién
temporal o simetria de rotaciones, ver [4]). En adelante consideraremos el espacio de las matrices que tienen
las caracteristicas de simetria apropiadas, que no seran relevantes para la discusién. Ahora nos interesa definir
la distribucién de probabilidad para estas matrices en su colectivo. Comparando con mecénica estadistica,
las matrices son los microestados, y como no sabemos nada sobre el sistema méas que su simetria, pues no
sabemos que distribucién de probabilidad asignar a las matrices dentro del colectivo. (jequiprobables, quizd,
como en microcandnico?, pero, jcual es la “energia”?)
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Recordemos que la motivacién de RMT es describir un Hamiltoniano complicado del que se espera que
no tenga propiedades especificas, que pueda ser cualquiera dentro de los limites marcados por la simetria.
Como después de tanta introduccién no puede ser de otra forma, tomaremos la distribucién de probabilidad
para las matrices en el colectivo como aquella que maximiza la entropia de Shannon de la distribucién, de
modo que nuestra incertidumbre sobre el Hamiltoniano (sobre el mensaje en cuestién, volviendo al principio)
sea maxima. Esta es la mejor manera de no asumir inadvertidamente un conocimiento sobre el Hamiltoniano
que no tenemos.

Si denotamos el colectivo de matrices por H, y la probabilidad de encontrar un elemento H € H por
P(H)d[H], donde P(H) es la distribucién de probabilidad y d[H] la medida de intergracién (producto de los
diferenciales necesarios), podemos definir la entropia I de una distribucién de acuerdo a 3, y maximizandola
sujeta a ligaduras obtenemos:

oI = / d[H]6P(z) (1 +InP(H) — Z Ai fi(H)> =0 (8)

Y la distribucién de probabilidad queda?:

P(H) = Aexp (Z Aifi<H)> (9)

Lo primero que observamos aqui es que la razén de que tengamos una exponencial en P(H) aparece
naturalmente. En cualquier colectivo, tendremos una exponencial que viene del logaritmo de la I de Shannon.
(En el seminario veremos que se suele tomar la exponencial sin muchas explicaciones) Debido a la propia
definicién de los colectivos con los que tratamos, éstos deben ser invariantes bajo cambios de base (esto es
consecuencia de la simetria), por lo que la probabilidad P(H) debe ser también invariante. Esto se puede
conseguir imponiendo solamente ligaduras que dependan de la traza de una funcién cualquiera de H°.

Lo tnico que nos queda es definir cuales son las ligaduras que imponemos, y tendremos un colectivo
con el que trabajar. Por diversas razones que comentaré, habitualmente se toma la llamada distribucion
Gaussiana:

P(H) = Aexp (—trH?) (10)

Que da nombre a los colectivos Gaussianos GOE, GUE y GSE que verermos. Es facil comprobar
que estos colectivos Gaussianos, obtenidos de una forma un tanto arbitraria imponiendo la independencia
estadistica de los elementos de cada matriz, se recuperan con la ligadura <trH 2> = k. Pero este método de
informacién minima permite definir muchos otros colectivos sujetos a distintas ligaduras. También tenemos
ya respuesta a una pregunta del principio: Matrices equiprobables es de hecho una buena distribucién, la
que no tiene ligaduras, s6lo que habria que imponer una region finita del espacio de matrices sobre la que
integrar, equivalente a la region de energia constante. Podriamos quizéd tomar todas las matrices de una
determinada traza.

Esta manera de ver las cosas puede arrojar luz sobre la conjetura de que las llamadas propiedades
de fluctuacién de las matrices aleatorias, calculadas habitualmente para los colectivos Gaussianos (en los
que los célculos son maés féciles), son de hecho independientes de la distribucién de probabilidad en el limite
N — oco. Hay una explicacién para esto en términos de la analogia del gas de Coulomb (que daré en el

4Estrictamente, la constante de normalizacién A provendria de otro multiplicador de Lagrange que no incluimos asociado a
la propia condicién de normalizacién

5Pues si desarrollamos esta funcién en serie de Taylor para H obtendremos una serie potencias cuya traza serd invariante.
De hecho se le puede dar la vuelta a esta idea, pues, segiin Metha, cualquier invariante de una matriz NxN puede expresarse
en términos de las trazas de las N primeras potencias de la matriz.
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seminario), pero si entendemos este limite como el andlogo al limite termodindmico, es inmediato conjeturar
que en este limite las propiedades fisicas no dependen de las ligaduras impuestas, exactamente igual que en
el caso de mecénica estadistica, los colectivos se vuelven equivalentes. No existe una demostracién de esta
conjetura, pero existe amplia evidencia numérica [1],[4] de que, en efecto, las propiedades de fluctuacién son
las mismas. La condicién sobre la traza o la independencia estadisitica aparecerian asi como una eleccion
conveniente para los cdlculos, sin tener un significado especial.



5 BIBLIOGRAFIA 7

5. Bibliografia

Aqui incluyo algunos libros y articulos que se citan durante la exposicién, o bien que resultan intere-
santes para la discusion, y comento por encima porque me han sido utiles o mi opinién acerca de ellos. No
es para nada una bibliografia exhaustiva sobre el tema. ;Se puede citar a Wikipedia en los seminarios de
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